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O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem sido aplicado na resolugdo dos mais variados
problemas de engenharia com grande eficiéncia e precisdo. Parte do estudo do comportamento
dindmico de estruturas pelo MEC ¢ objeto de pesquisa recente. Elementos estruturais de membrana
sdo comumente encontrados em projetos civis € projetos da engenharia aecronautica ¢ mecanica. Neste
trabalho, a versdo direta do MEC ¢ aplicada na analise da resposta dindmica estacionaria de estruturas
de membrana. A chamada solu¢do fundamental dindmica da elasticidade bidimensional (estado plano
de tensdo e/ou deformacao) ¢ usada para transformar as equagdes diferenciais governantes em
Equagdes Integrais de Contorno (EIC) através do MEC. Na aplicagdo do método, as EIC sdo
discretizadas utilizando elementos isoparamétricos lineares continuos e descontinuos. Duas EIC em
termos de deslocamento e esfor¢os de superficie sdo aplicadas a cada né de contorno, uma para cada
direcdo do espaco bidimensional. O ponto de colocagdo onde sdo calculadas as EIC foi posicionado
fora do dominio do problema, levando a uma formulacdo néo singular. Um sistema global de equagdes
algébricas pode ser construido a partir da imposicdo das condi¢cdes de contorno de cada caso
individual. Com a determinag¢do dos valores de contorno, variaveis de dominio sdo encontradas
facilmente através de um procedimento padrdo de integracdo. Uma for¢a harmdnica de amplitude
constante um ponto qualquer faz a excitacdo da estrutura. Os deslocamentos resultantes sao calculados
neste mesmo ponto ou em outro local. Fungdes de Resposta em Freqiiéncias (FRF) s3o construidas a
partir dos deslocamentos dos nés de contorno de cada estrutura. As respostas em deslocamentos para
uma dada faixa de freqii€ncias constituem a FRF. As freqiiéncias operacionais sdo obtidas das
ressonancias presentes na FRF. Os modos operacionais sdo determinados calculando-se o campo de
deslocamentos, para cada freqii€ncia operacional encontrada. A presente formulagdo ¢ aplicada na
analise dinamica estacionaria de alguns modelos de membrana. O procedimento mostrou-se bastante
preciso na obtencdo das freqiiéncias naturais e modos proprios dessas estruturas. A metodologia ¢
validada por meio de resultados analiticos e através de comparagdes com resultados numéricos obtidos
por softwares comerciais.

Introduciao

A analise do comportamento dinamico de estruturas pelo MEC é objeto de pesquisa recente (Tanaka et
al., 1998). E comum na resolugio do problema dindmico o uso da chamada solugdo fundamental
estatica, resultando em formulagdes integrais que apresentam integrais de contorno, mas também
integrais de dominio. Isto significa que além de discretizar o contorno ¢ preciso também resolver o
problema de dominio. Neste caso, uma eficiente solucdo para resolver o dominio foi descrita por
Beskos (1987) através de um procedimento especifico. Uma solucdo fundamental alternativa para o
estudo da vibragao de pecas esbeltas submetidas a flexdo também faz parte de um hall de aplicacdes
atuais. De acordo com Beskos (1997), na implementacdo pelo MEC das equagdes governantes do
problema pode ser aplicada a chamada solu¢do fundamental dindmica. Isto resulta em uma formulagéo
integral que requer somente a discretizagdo do contorno do modelo que estd sendo analisado. Uma
aplicagdo desta metodologia no problema de vibragdo livre de placas finas, usando elementos de
contorno lineares, foi realizada por Sanches et al. (2002). A formulagdo integral apresentada aqui foi
feita por Sanches er al. (2004) e segue a mesma linha de pesquisa citada. Parte deste estudo analisou
equacdes integrais do modelo dindmico estacionario de membrana. Elementos de contorno lineares
continuos e/ou descontinuos foram usados na discretizagdo do modelo pelo MEC, com seus noés
geométricos colocados nas extremidades. Cada no de contorno apresenta duas incognitas e,
conseqiientemente, sdo necessarias duas equagdes integrais para cada nd. Com a imposi¢ao das
condi¢des de contorno, obtém-se um sistema global de equagdes algébricas. No tratamento desse
sistema de equagdes, optou-se por adotar uma formulacdo ndo-singular. Dados modais, isto &,
freqiiéncias naturais e modos proprios de vibragdo, sdo obtidos a partir de informagdes contidas nas
Fungodes de Resposta em Freqiiéncia (FRF). Uma forga harmonica de amplitude constante excita um
ponto da peca e o deslocamento resultante é calculado no mesmo ponto ou em outro local. As
respostas em deslocamentos para uma dada faixa de freqiiéncias constituem a FRF. As freqiiéncias



operacionais da estrutura sdo obtidas das ressonancias presentes na FRF. Os modos operacionais sdo
determinados calculando-se o campo de deslocamentos, para cada freqiiéncia operacional encontrada.
A presente formulagdo ¢ aplicada na analise dinamica estacionaria de barras e vigas submetidas a
tracdo/compressdo e/ou flexdo. O procedimento mostrou-se bastante preciso na obtencdo das
freqiiéncias naturais e modos proprios dessas estruturas individuais.

Formulacio Integral de Contorno
De acordo com Domingues (1993), a integral de contorno para a teoria de membrana, ¢ dada por:
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onde K,z € o delta de Kronecker para um contorno suave, d/ e d€2 sdo diferenciais de contorno e
dominio, respectivamente; uz (Q) e tp (Q) sdo valores de deslocamentos e esfor¢os de superficie
associados com o ponto de contorno Q, respectivamente; U* 5 € o deslocamento em O na dire¢do
devido a uma for¢a harmoénica unitaria aplicada no ponto P, na direcdo a; T*,5 ¢ o esforco de
superficie em Q na direcdo £ devido a uma forga harmdnica unitaria aplicada no ponto P, na diregdo
a. O simbolo “*” corresponde a valores fundamentais. Considerando-se que todas as variaveis sao
submetidas a um deslocamento harmonico no tempo, u(t)=t exp(i ® t), com freqiiéncia circular ®, a
solucdo fundamental do problema em termos de deslocamentos sdo dadas por (Domingues, 1993)
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onde neste caso K, e K; sao as fun¢des modificadas de Bessel de ordem zero e segundo tipo, » € a
distancia entre o ponto de carregamento e deslocamento, k; =i (w /c;) ek, =i (w/c3),i= V-1,w éa
freqiiéncia circular, ¢; = (A+2w/p)"”, ¢ = (W/p)'” e A e u as constantes de Lamé.

Formulacao Algébrica e Metodologia de Implementacio

Na implementagdo formulagdo de contorno, o ponto de colocagdo P ¢ posicionado fora do dominio.
Assim, a integragdo do termo livre desaparece e K = (. Além disto, o contorno foi discretizado por
elementos lineares e por fun¢des de forma lineares. Considerando B; ¢ B, a coordenada inicial e final
do elemento, a sua geometria pode ser expressa em termos de coordenadas intrinsecas, ¢
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A mesma interpolacdo ¢ usada para as variaveis dos elementos fora do canto. Neste caso, o n6 foi
deslocado no interior do elemento a um quarto do seu comprimento, L./4. Duas equagdes integrais
foram escritas para cada né de contorno. O ponto de colocagdo foi posicionado fora do dominio do
elemento plano, a uma distancia d; = L./4 do contorno, levando as equagdes integrais nao singulares.
Os coeficientes das matrizes H ¢ G foram determinados integrando o produto dos “kernels” da solugéo
fundamental, fun¢des de forma e jacobianos sobre os elementos. As integragdes ndo-singulares foram
feitas por meio de uma quadratura Gaussiana padrao. Este procedimento leva a um sistema linear de
equagoes algébricas:



[H]{U} = [G{T} (6)

onde U e T contém os vetores deslocamentos e for¢a de superficie no contorno, respectivamente. O
sistema algébrico final [A]{X}={B} ¢ obtido com a prescricdo das condi¢des de contorno do
problema. A solugdo (vetor X) contém todas as quantidades desconhecidas no contorno. O sistema
matricial /4(w)] contém os termos de freqiiéncia circular.

Resultados
Esta se¢do apresenta um exemplo numérico para ilustrar a aplicagdo da formulagdo integral de
contorno apresentada.

Exemplo 1: Barra engastada-engastada submetida a uma vibracao axial uniforme

Uma barra retangular foi submetida a um esfor¢o de superficie ¢, periddico e harmoénico, na diregdo
longitudinal. De acordo com a Figura 1, as condi¢des de contorno sdo: dois lados opostos engastados
na direcdo transversal e os outros dois livres. O coeficiente de Poisson ve o fator de amortecimento £
foram considerados nulos. Para o Médulo de Young foi adotado £ = 2.6 N/m’ ¢ para a densidade, p =
1.0 kg/m’. O ntimero de pontos de Gauss foi igual a 12. A Tabela 1 mostra as duas discretizacdes
utilizadas pelo MEC para a resoluc¢do do problema.

t
— —> —> —> —> —> —»

— —> — > — > —

¥ 12m ¥

Figura 1 — Barra engastada-engastada sob esforgo de superficie uniforme.

Tabela 1 — Discretizagdes da barra engastada-engastada.

Discretizaciao La Ly Lc Lp
24 elementos (Malha 1) 2 10 2 10
48 elementos (Malha 2) 4 20 4 20

A Figura 2 mostra a segunda discretizacdo do contorno com 48 elementos lineares, sendo utilizados
nos cantos da barra nos duplos, perfazendo um total de 52 nés de contorno.
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Figura 2 — Discretizagdo via MEC para a barra engastada-engastada.

Os resultados em freqiiéncia obtidos deste problema de membrana, foram comparados com a solugéo
analitica descrita por Richart (1970), e apresenta as seguintes freqiiéncias de ressonancia:

o - [E n=1,23.. (7)

Para os valores adotados, a solucdo analitica apresentada conduz as trés primeiras freqii€ncias de
ressonancia. Conhecidas as trés primeiras freqiiéncias naturais do sistema, faz-se uma varredura ao
longo de uma faixa proxima de freqii€ncias para construir a Fungao de Resposta em Freqiiéncia (FRF).
Neste caso, sdo apresentadas na Figura 3 a FRF das trés primeiras freqiiéncias naturais da barra
engastada-engastada para as duas discretizagdes apresentadas.
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Figura 3 — FRFs das primeiras freqiiéncias naturais de uma barra engastada-engastada.

Os picos obtidos na Figura 3 correspondem as trés primeiras freqiiéncias naturais do sistema e foram
comparados com a solu¢do analitica (Tabela 2).

Tabela 2 — Freqiiéncias naturais de uma barra engastada-engastada.

Freqiiéncias [rad/s]
Método ®; ®, 3
MEC - 24 elementos 0,4202 0,8413 1,2678
MEC - 48 elementos 0,4202 0,8413 1,2678
Analitico 0,4221 0,8442 1,2664

Como ultima analise, sdo apresentados na Figura 4 os trés primeiros modos de vibragdo da barra no
sentido longitudinal.

Modo 1 Modo 2 Modo 3
Figura 4 — Trés primeiros modos de vibragdo de uma barra engastada-engastada.

Conclusoes

Com o intuito de analisar o comportamento dindmico estaciondrio de pecas submetidas a excitagdes de
tragdo harmoénicas no tempo, um procedimento utilizando a Teoria de Membrana através do MEC, foi
apresentado. O esquema proposto ¢ usado principalmente para obter os dados modais do modelo, isto
¢, freqliéncias naturais e modos proprios de vibragdo. Os resultados encontrados apresentaram
excelente convergéncia se comparados com as solugdes analiticas. Este método pode ser visto como
um eficiente procedimento para analisar vibragoes livres e forcadas de membranas, onde somente o
contorno do modelo necessita ser dicretizado.
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